Institutionen for tillampad mekanik, Chalmers

TENTAMEN | FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021

6 APRIL 2018
]
Tid och plats: 1490 _ 1890 § M—huset '50 J

Hjéalpmedel: Ordbdcker, lexikon och typgodkind riknare.
Lirare: Peter Moller, tel (772) 1505. Besoker sal 152 samt 179, Qf'
Losningar: Anslas pa anslagstavlan, avdelningen fér dynamik.

Betygsiattning: En fullsténdig och korrekt 16sning pa en uppgift ger poéng enligt
vad som anges pa uppgiftslappen. Smirre fel leder till poidngav-
drag. Ofullstédndig 16sning (svar pa stéllt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte nagot podng. Maximal podng &r 20. Det
krivs 8 poidng for betyg 3; 12 poéng ger betyg 4; for betyg 5 krivs 16
podng. Observera att ovanstaende ar betygssittning pa
enbart tentamen; for godkind examination krivs dessutom
godkinda inlidmningsuppgifter.

Resultatlista: Anslas senast 23/4 pd samma stélle som 16sningarna. Resultaten
sénds till betygsexpeditionen senast vecka 17 — for kursdelta-
gare som inte har alla inlimningsuppgifter godkinda vid

detta tillfialle inrapporteras betyget U (underkind).
Granskning: torsdag 26/4 1290_13% inst.lokal, plan 3 i Nya M-huset.

Tank pa:

e Skriv sa att den som ska ritta kan ldsa och forsta hur du tidnker. Den som rittar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tinker — endast vad som verkligen skrivs
har betydelse vid bedémningen av en l6sning.

e Forklara/definiera inforda beteckningar.

* Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar (pa
t.ex forskjutningar och krafter).

® Gor du antaganden utéver de som anges i uppgiftstexten, s ange detta explicit och for-

klara dessa.
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Betrakta det sfariska virmeledningsproblemet

d [, 2di]_
_E‘[M E‘]_ 0 r<r<r,

q(ry) = —ou(ry) —uy)

u(ry) = uy

dér r dr en oberoende variabel och « = u(r) den obekanta temperaturen. Vidare &r «, och u, givna
temperaturer, samt & och o bekanta konstitutiva konstanter. Givet u(r) kan varmeflodet ¢(r)

beriknas enligt Fouriers lag: g = —k%

a: Hirled den svaga formen (variationsproblemet) av randvérdesproblemet och gér sedan en
finit—elementformulering med testfunktioner enligt Galerkins metod. (3p)

b: Betrakta nu en styckvis lineér approximation u,(r) av den primért

obekanta u(r): u;,=u.Pa ett element i intervallet r,.<r<r,,, har vida ><1
1 .
Tig1— 7l i
h

tvA basfunktioner, ndmligen N| = och Ng = r_Tr[, dér ]

h = r.,, —r; drelementlingden. Hérled elementstyvhetsmatrisen. (2p) - =

c: Los problemet med tva lika ldnga element. (3p)

Data: r, = 10m  r, =30m  u, =0°C  uy=-10°C k=300 _  o=10—"
m-°C m--°C

d: Anvind FE-approximationen for att berédkna vérmeflodet ¢(r,) dels med Fouriers lag, dels med
hjalp av randvillkoret. Vilket av de tva vdrden pa ¢(r;) kan forvintas vara ndrmast den analy-

tiska losningen? Motivera svaret. (1p)
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(sym.)
Man vill bestimma de spidnningar ¢ = D(Vu) som uppkommer
i ett tjockviggigt rér som belastas av ett inre tryck p. Tva av
symmetrilinjerna utnyttjas, sa att bara 1/4—del av ett tvér-
snitt modelleras (se figur). Om tjockleken ¢ i z—led dr konstant Q

och plan spinning antas, s kan den svaga formen av de sty-

rande differentialekvationerna skrivas

J'(%v)TD\?udQ = j.)thdl"
Q r

(1)

P

X

(sym.)

Hir betecknar Q och I' omradet respektive randen. Vidare dr D en given konstitutiv matris (sym-

. T . T
metrisk och positivt definit), v = ["x v] 4r en vektor med testfunktioner, u = [”_: u] 4r den obe-

y

hy

kanta forskjutningsvektorn, ¢ = [t‘} = [Gx-"l-‘+ Oy

Observera att i (1) har vi inte infért randvillkoren.

0
-~ T e
zl 4r traktionvektorn och V' = |9%
Oyl + Oy, 0

y

Q)|

0
9
dy

) .

| o

X

a: Ange for detta fall samtliga randvillkor. Utveckla sedan randintegralen i (1) med hénsyn till
randvillkoren samt med beaktande av villkoren pa testfunktionerna. (2p)

b: FE—formulera problemet — ta hinsyn till randvillkoren. Av din losning ska det framga hur den

obekanta vektorn z approximeras. Visa ocksd hur B° —matrisen ser ut for ett 3-nods element.

(2p)

c: Antag att omradet delas in i lineéra triangel-element som alla dr ungefér lika stora, och att
sedan en adaptiv z—metod anvinds i analysen. Vilket av de tva elementnéten nedan, det
vanstra eller hégra, ska man forvinta sig bli resultatet? Motivera ditt svar. (2p) Ledning:

. . . .o . Cii . ae
teoretiskt varierar alla noll-skilda spénningar som ¢;; = c;; + -2 dar ¢;jy och c;;, &r konstan-
’ 2

ter, och r dr avstandet fran centrum.
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d: Diskretiseringsfelet definieras vanligen som e = u-u, . Férekommer det négot annat diskreti-
seringsfel i det behandlade problemet? I sa fall vilket? (1p)
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Figuren nedan visar en isoparametrisk avbildning av ett lineért triangel-element, fran ett lokalt
koordinatsystem (&, 1) till (r, y) = (x(& n), ¥, n)) . I det lokala koordinatsystemet ges basfunktio-
nerna av

Ni=1-E-m Ny=E& N;=n

dx
négon av basfunktionerna (i = 1, 2 eller 3); svaret ska ger i termer av hérn—koordinaterna

(xp ¥ - (3p)

ON; oN;
a: Visa hur derivatorna —' och a—v' (i = 1,2,3) kan beriknas. Berdkna ocksa dessa derivator for

b: Beridkna elementarean A® = I dA uttryckt i koordinaterna (x,,y,), i = 1,2,3.(1p)
e
n
1 x = x(&m)
3 y =yEnm)

(v\-]v )’1)

(¥3,73)

Loésning 1a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v(r) och integrera éver
intervallet

Partialintegrera och utveckla randtermerna

Ty Ty
_ [g,0,du i Ldvdu - du_ 1 = (12512  advdu
0= l:kr vmjlrl-f-jk Tdr {Ad_r- J [Pvqly+ [k S ds
r n
k)
= r,v(rq)q(rn,)—rIL(r )q(r)) + I/\rzﬂ%dr— r,,t(r,)q(rﬁ)+(x1 v(rl)(u(rl)—ul)+ J‘k ’ﬂ@d
L4
Varmeflodet vid r = r,, g(r,) = -k d”'l , dr inte ként, s& vi begriinsar valet av testfunktion till

sddana som uppfyller v(r,) = 0. Variationsproblemet blir da

g
_[k qdVdua’r+ ocr]v(rl)u(rl) = ou'?l'v(rl)u1
]

u(ry) =y, v(ry) =0
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FE—formulering: approximera u=u, = Na,didr N = I:Nl(r) Nn(’)] ar en radvektor med valda bas-

funktioner och a = [a a;lT 4r en kolumnvektor med (obekanta) nodvariabler. Vi behéver n

{
ekvationer for att bestdmma a ; detta erhalls om vi véljer n olika (dvs lineért oberoende) testfunk-
tioner. Med Galerkins metod véljs v = N, v = N,, ..., v = N,. Vi sétter in approximationen

u, = Na ivariationsproblemet och samlar ekvationerna radvis och far da
rz T
dN\ " dN 2T 2. T
Jkrz(z—?/) Edra+ or{N (r|)N(rj)a = or{N (r))u,
n
eller (K+K.)a = f, dir
ry "
dN\ dN 2T 2T
K = jkrz(d—]:,) E‘dr K. = ar{N (r)N(r)) f=orN (r)u,
n

Losning 1b: Bidraget till styvhetsmatrisen K fran ett element fas som

Tivn Tivq

N g C 2 k I‘? —I}
K = J.krz(d— d—chr= d—N =|-11 =-£7 I -1 .[r"dr=———(l+lq Dl -1
dr /J dr dr h h hl-1 1 30" -11
r r;

i i

Losning 1c: Med tva lineéira element har vi tre noder. Om noder och element numreras fran van-
ster till hoger, har vi nodkoordinaterna r;, = I m, r,, = 2m och ry, = 3m. Vidare &r elementléng-

den % = 1 m. Elementstyvhetsmatriserna &r da

33 303
K&:=1=k(r2n—r1n) 1 -1 KC=2:k(r3n_r2n) 1 -1
3Rt |-11 3t 11

och assemblering ger

3 3 3 3
"on=Tin _(rln_rln)0 ¢ g g

ce=1 ee=2 k 3 3 3 3
K=K"+K =—|| 3 3 i 3 +(0 rya-ray —(r3p—7a,)
3h° (an r!n) "n=7Tin 0

3 3 3 3
0 0 0 0_(r3n_r2n) I3n = 7Ton
3 3 3 3
"on=Tin _(an_rln) 0 7 -7 0
_ Kk 3 3 33 3 3. =
) _(rin_rln) "3n="In _(r:?n—rln) =7 26 -19
3h
3 3 3 3 0 -19 19
0 _(r3n_r2n) 3n =T
Vidare har vi
5 100 1000 - , |1 0
K, = oriN (r))N(r)) = ari|lo000| = |0 00 f=oariN (rpu, = arju;lo| = |0
000 000 0 0
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17 =7 0 ||%
(K+Kc)a :f:> -7 26 -19 a, =
0 -19 19 a,

== =)

Harnist infor vi randvillkoret a; = u, = ~10 och noterar att sista ekvationen inte ar gilltig efter-

som den erhéllits med testfunktionen v = N, , som inte uppfyller villkoret v(r,) = 0. Vi har d&

a
-7 ol | _fol L [iralfa| Z [ o
al= =
-726-19]| 2| [0] [-726[|a,| |-190
0

Vi har da l6sningen a = [—3,38 _8.22 _10]T

a, —a

du _ 2
= _k z

d
Losning 1d: Med Fouriers lag fér vi q(r) = -k =~k .

dr | _

= Ij n

=145

Randvillkoret ger g(r|) = —ou(u(r)) —u;) =—0u(u,(ry) —u;) = —o(a;—u;) = 338

Eftersom den obekanta funktionen blir bittre approximerad 4n dess derivata, ger den senare
berikningen noggrannast resultat.

Loésning 2a: P4 den obelastade yttre begrénsningslinjen, ', &r normal- och
tangentialspinningarna 0. P4 den inre randen, I';, 4r traktionvektorn ortogonal

mot ytan och ha beloppet p, dvs vi har ¢t = —pn . Fér en symmetrirand géller att
forskjutningen ortogonalt randen &dr noll och att spdnningen tangentiellt randen

X

L=1,=0 pal,
. . t.=-pn, t =-pn, parl.
ar noll. Sammanfattningsvis: { * o Y '
u, =0, 1, = 0 pal,
t,=0,u, =0 pall,
Utveckla nu randintegralen genom att sétta in kéinda belastningar (traktionkomponenter)
T T|0 T t 0
r = - v ||
§v td jv [O]dl“+£v (-p)ndl + I I}x »}] L)]dr+1:[ ["x v}] L]dr
: 1 ;

r T, i Ty

Pa T, och I, &r r, respektive s, obekanta, sa for att bl av med dessa véljer vi v, och v, sa att

v, =0 pdT, och v, = 0 pa I',. Randtermen blir da §thd1“ = —vaTndF
r r,

Loésning 2b: Approximera de obekanta forskjutningarna, u, ~u,, = > ay; och
i

uy=uy, =y ayN; ,ddr a; och a;, &r obekanta nodvariabler, medan N; = Ny(x,y) é&r valda bas-
i

funktioner. Om vi definierar
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Mo LN, 0 ) .
V= [0 N1 ... 0 N:l a= |:al-" aI.V e Gy an}]

n
kan vi skriva u=u, = Na . Vidare ska testfunktionerna enligt Galerkin vara en godtycklig lineér-
kombination av basfunktionerna (alternativt: viljs i tur och ordning som

v = Nl, 0 N", 0 );1lat ¢ = [c Co orn O c,:IT vara en kolumnvektor med 2n god-
0 Nl 0 N 1 ~2 2n—1 %2n

n

tyckligt valda koefficienter. Vi har d& v = Nc¢ . Inséttning i den svaga formen ger nu

j(ﬁNc)Tpﬁ(Na)dQ +pJ‘(Nc)Tndr = CTU&N)TD%Nan +pJ‘NTnd1":| =0
Q T, Q T

Eftersom ¢ #r en godtycklig vektor maste uttrycket inom parentes vara en nollvektor, s med

B = VN fas allts& J'BTDBan = —p_[NTndI“ eller Ka = f.
Q T,

Fér ett element med 3 noder har vi 8 noll-skilda basfunktioner och alltsé N° = Ny 0 Np 0 Ny 0
0 N; 0 N; 0 N
3 ON] 9N, _ ONj
— 0 = 0 —‘“ 0 —:‘ 0
ax T ‘ . ox ox X
Vifarda B = N = | 2|[M 0 M2 0 M 0 o W
aaayozv;'ozv;ozvg dy ¥ %
[0y ox dy oJx dy ox |

Losning 2c: Adaptivitet minskar diskretiseringsfelet, som &r storst dér (exakta) lésningens 2a—
derivator dr stora. Spianningarna dr la—derivator av 16sningen, sa vi ser att 2a—derivatorna ar pa

formen r_:z’ dvs de avtar med okande radiell koordinat. Elementstorleken bér alltsé vdaxa med
okande avstand fran origo, vilket passar in pa bada elementnéten. I problemet férekommer inga
punkter diar man kan forviinta sig att den analytiska losningen &r sigulér, s& man bér inte f&
lokala omraden med mycket sma elementstorlekar. Det véinstra av de tva visade diskretisering-
arna verkar darfor troligast.

Losning 2d: De cirkulira begrinsningslinjerna approximeras med polygoner, s FE—approxima-
tionen gors pa ett omréde som skiljer sig fran Q.

Losning 3a: Isoparametriska element innebér att basfunktionerna Nle (€,m) anvinds som form-
3 3
funktioner — avbildningen gors da som x(&,n) = Z xl-N? y(&m) = Z yl.N? , dér (x;y,) &r
i=1 i=1

koordinaten for nod i. Eftersom basfunktionerna 4r polynom, beriknar vi enkelt derivatorna
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3 5 3
ox _ aN;__ . ox _aNzE'_ ) h mot de for derivat d .
%" inx = -‘2‘*‘1’ﬁ = Zl‘ﬁ = xy—x, och motsvarande for derivatorna av y, dvs vi
i=1 i=1
5 dy _ h % =
arﬁ—yz—yl oc ﬁ_)@_-"l

Basfunktionernas derivator med avseende p& x och y (som behovs for att stélla upp B°) fas med
kedjeregeln:

aN‘i: ox BN? dy
FE|_ |G Tk
aNf ox aN? dy O
] |omax Tan
or 0y
dar alltsa J° = |95 95| Med
o oy
on d
dy 9y
yTo_L|on 9§ _ 1 3=y ==y
detJ _Ox ox (=2 )3 =y1) = (3 =) = ¥y) —(x3-x;) (xy—x))
an 9
oN; oN;
fas d& de sokta derivatorna som ox | - It J8 For t.ex i = 2 fas
ON; Ny
dy om

)

o | J-TH _ 1 |:.V3"_V1:I
BNS 0 (—"2——’51)()’3—,"1)—(-"3—-’51)()’2—}’]) X —X3
3}&

Losning 3b: Gor en variabelsubstitution och integrera i det lokala koordinatsystemet; eftersom

detd = (x,—x)(y3—y) = (¥3—x)(y,—¥,) &r konstant for 3-nodselementet och elementarean ar 3 i

1(1-§)
det lokala systemet fas trivialt A° = J' dA = I J' detJdndt = (
AS 0 0

Xo=X)(y3=y1) = (x3=x1) (¥, “.Vl)
2
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Mekanik och maritima vetenskaper, Chalmers

TENTAMEN I FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021

8 JANUARI 2018 £ -
Tid och plats: 1490 _ 1800 ; M_huset Oty :

Hjilpmedel: Typgodkind raknare.

Lérare: Peter Moller, tel (772) 1505. Besoker sal ca. 1522

Losningar: Anslas pa anslagstavlan, avdelningen for dynamik, 9/1; se dven
kurshemsidan.
Betygsittning: En fullstdndig och korrekt 16sning pa en uppgift ger poing enligt

vad som anges pa uppgiftslappen. Smirre fel leder till podngav-
drag. Ofullstidndig 16sning (svar péa stéllt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte nigot poing. Maximal poédng dr 20. Det
krévs 8 poédng for betyg 3; 12 poing ger betyg 4; for betyg 5 kravs 16
poéng. Observera att ovanstaende ar betygssattning pa
enbart tentamen; for godkind examination krivs dessutom
godkinda inldmningsuppgifter.

Resultatlista: Anslés senast 22/1 pa samma stélle som losningarna. Resultaten
sénds till betygsexpeditionen senast 26/1 — for kursdeltagare
som inte har alla inlimningsuppgifter godkinda vid detta
tillfille inrapporteras betyget U (underkiand).

Granskning: onsdag 24/1 12-15, plan 3 i Nya M-huset.

Tank pa:

e Skriv sa att den som ska rétta kan ldsa och forsta hur du tdnker. Den som réttar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tédnker — endast vad som verkligen skrivs
har betydelse vid bedémningen av en lésning.

o Forklara/definiera inforda beteckningar.

e Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar (pa
t.ex forskjutningar och krafter).

* Gor du antaganden utéver de som anges i uppgiftstexten, sa ange detta explicit och for-

klara dessa.
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Lat Q vara ett omrade i (r, y)—planet och beteckna dess rand med I'; n dr en utéatriktad enhets-
T
normal till omradet. Vidare later vi v = v(x,y) vara en (skalér) funktion och ¢ = [‘Ix( % y) q,(x, y):l

en vektorvird funktion, som bada 4r definierade pa Q. Da giller

I divgdQ = §andI“ (divergensteoremet)
Q r

Q r Q

Betrakta stationdr virmeledning genom en sfirisk vigg. Om véggens inner— och ytterradie &r r,
respektive r, , och temperaturen &r u; pa insidan och «, pé utsidan, si ges temperaturen u(r) som

l6sningen till randvérdesproblemet

drl, 2du
_drl:k dr] 0 ri<r<r,

u(r;) = u;

u(r,) = u,

dér & dr virmeledningskoefficienten (termisk konduktivitet).

a: Variationsfromulera problemet. (2p)

b: FE—formulera problemet med testfunktioner enligt Galerkins A N
metod och hirled elementstyvhetsmatrisen for ett element med ' :
tva lineéira basfunktioner. (2p) 1 1

I >r

c: Betrakta en sfirmed r; = 1,0m och r, = 2,0 m. Anvénd tvd rfl'/ h=r - [f/* !

Al A

lineéira element for att approximera temperaturen mitt i vég-
gen, om u; = 30°C och u, = 0°C. (2p)

Losning 1a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v = v(r) och integrera 6ver

r
r 0

2 du du

. Lr.d 2du _ 2dv du ”
intervallet: J'mm[ = ] r = 0. Partiell integration ger J. kr —rd [k VE] iy . Eftersom -, ar
I ri

obekant vid r = r; och vid r = r,, méste vi har begrénsa vira val av testfunktion sa att

0?

v(r;) = v(r,) = 0. Variationsproblemet blir da: Bestdm u s& att

J.]\ 2ézg’l—‘d =0 ll(l‘,‘) = up u(r()) =u, v(r") = v(ro) =0
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Lésning 1b: Approximera u med en linedrkombination av basfunktioner N,(r): u=u, = Na, med

. : T : . 5 @
basfunktionerna N = [Nl N, v N,J och nodvariablerna a = [a “,J . Approximation sétts in 1

1 [12
variationsproblemet och testfunktionerna véljs enligt Galerkin, dvs v = N;, i = 1,2,...,n; vi far da
" LdN,d "
u
jk 2— —hd =0,i=1,2,...,,n — eller pa matrisform: J'L (dr gvd; =0.

ri

For ett element med tva lineédra basfunktioner N° = [M Nﬂ pé intervallet r;<r<r;,,, harvi

aN® _ 1 dN 11— s
5 = —[ 1 1] dir & = rie—r; ar elementets ldngd. Detta ger att( — ) = = ;[_1 J 4r kon-

stant. Vi far da:

Ti+1 Tivl 3

3

Tis k(r;, ,—r;
K = Ik(d de=£1‘1jr2d,-—k 1‘1[r3]r"_l:M1‘1
dr / dr a2l-1 1 3551 1 ! 32 11

.I ,]

Losning 1c: Med tva lika langa element har vi nodkoordinaterna »; = r, = 1,0 m,

1

ry = ¢ =15m och r; = r, = 2,0m; bada elementen har lingden # = 0,5m. Elementstyvhetsma-

k(r3=17) k(7 - r)
triserna blir K| = 2—01[11 “1} respektive K, = —%[1 _1] . Assemblering ger d&
37 -1 37 -1 1

(n-r) ~(rn-r)) 0
3 3 a 3 a —-r) rp-r a
k(r;—rl) 1 -10 1 k(l}—l‘i) 00 0 1 # . 1 1
———|-1 1 0||a|+—=—0 1 -1||a, =—3-(,-;1) (r3—r) —(r3—r2) a,| = Ka
3h 3h 3h =
0 0 0|a 0-1 1]|a a

0 —(ré—rz) (r3—r2)

Ekvationssystemet blir da

3

( 2‘r1) (rv "?) 0 a, /i

3Kt (-1 (R-r) ~(3-ry|ag = |0
0 —(r::—rg) (rg—rg) 43 /3

dér £, och £, beror av den okdnda randtermen (se losning 1a); eftersom N, och N; inte uppfyller

kraven pa testfunktionerna (v(r)) = v(r,) = 0) méste vi stryka forsta och tredje ekvationen. Vidare

ger randvillkoren att a; = 30°C och a3 = 0°C, sé vi far

k 30°C
= 3 3 3 3 3 =
3112[—("2—"1) ("3"‘?) _(r3“r2):l a 0
0°C
ry)-30°C
ur vilket a, = % =10,2°C
(r3—r1)
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2

Ett sé& kallat faltproblem pa ett omrade Q med homogena
Dirichletvillkor pa randen T, definieras av randvirdes-

problemet
y
—div(DV¢) = b iQ
{‘P =0 paTl W L

dér b = b(x,y) dr en bekant killterm (‘belastning’), D en
bekant konstitutiv matris som &r symmetrisk och positivt
definit, samt ¢ = ¢(x,y) den sokta funktionen. (-1,-1) |1

x(&m)
(& m)
(1, 1)

a: Hirled den svaga formen av randvirdesproblemet (1) och gor sedan en finit—elementformule-
ring med testfunktioner enligt Galerkins metod. Ange ett uttryck for en elementstyvhetsmatris

och visa hur man far fram ett uttryck for den sa kallade B®—matrisen. (3p)

b: Antag att vi vill anvénda isoparametiska bilinedra element dér bas— och formfunktioner stills
upp i ett lokalt koordinatsystem -1 <&, m < 1. Visa hur derivatorna som behovs for att stdlla upp

B —matrisen beriknas. (Du behover inte teckna explicita uttryck for form— eller basfunktioner,
men definiera alla beteckningar du infor). (2p)

Lésning 2a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v och integrera 6ver omra-

det: —J' vdiv(DV0)dQ = J'vbdQ . Anvind nu Green—Gauss sats; vi far:
Q Q

[ (Vv)'D(V$)dQ = §v(Dv¢)Tndr+ [vbae
Q r Q

Ingdende funktioner maste vara tillrackligt reguljira for att detta uttryck ska ha nagon mening —
funktionerna maste vara kvadratiskt integrerbara och ha kvadratiskt integrerbara férsta deriva-

tor. Dirtill maste testfunktionerna uppfylla v = 0 pa I', eftersom integranden i randintegralen ar

obekant ((DV¢) n &r okénd). Testfunktionen maste alltsé satisfiera homogena vésentliga randvill-
kor. Lat V vara rummet av funktioner som uppfyller dessa villkor. Variationsproblemet kan da

skrivas: Hitta ¢ e V sa att J'(Vv)TD(Vq))dQ = IvbdQ Yve V
Q Q

Vilj n basfunktioner N; ur V (konform metod) och 14t V, ¢V vara rummet av alla funktioner som

kan uttryckas som en linedrkombination av basfunktionerna. Speciellt approximerar vi

n
0=0, = Y Na, och berdknar nodvariablerna a; s att variationsproblemet satisfieras i v, (Galer-
i=1

kins metod). Alltsé har vi: Hitta ¢, € V, si att j (V) D(V0,)dQ = jvbd@ VYve V,
Q Q

For ett element med m basfunktioner, dvs ett pa vilket bara m<n av de n basfunktionerna har
noll-skilda funktionsvirden, kan FE—approximationen skrivas
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T
oy, = [Ne "J [af; ae] = N°®,sdatt Vo, = V(N°a’) = (VN%)a® = B%", dir alltsa

m

Ny N,
B° = VN® = dx ox . Elementstyvhetsmatrisen for ett element 6ver ytan Q, fis nu som
dy T dy

bidraget till FE—formuleringens vinsterled: K° = _[ B" DB°dq
Q

Loésning 2b: Isoparametriska element innebiér att basfunktionerna Nf (€,m) anvinds som form-
4 4
funktioner — avbildningen gors da som x(§, 1) = Z xiN? y&m) = Z yl-Nf, dér (x;y;) &r
i=1 i=1
koordinaten for nod i. Eftersom basfunktionerna &r polynom, beriknar vi enkelt derivatorna
4
? = Z xl.—g—g? ; g—; = xig—? och motsvarande for derivatorna av y.

i=1 i=1

Basfunktionernas derivator med avseende pa x och y (som behovs for att stilla upp B ) fas med
kedjeregeln:

_didy e dy
d&dn dnot’

fas da de sokta deriva-

dar alltsa J© , detJ

ON; ON;
torna som dx | _ s Els
ON? oN;
dy om
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Med lamplig definition av de inre produkterna a(*, *) och (*, *), kan den svaga formuleringen av
problemet i foregdende uppgift skrivas

Bestim ¢ € Vsdatt a(¢,v) = (b,v) Vve V

dér V dr rummet av alla tillrdackligt reguljidra funktioner som uppfyller homogena visentliga rand-
villkor. Lat vidare V, c V vara finita—elementrummet som spénns upp av de valda basfunktio-

nerna; FE—formuleringen kan dé& skrivas

Bestim ¢, € V, sdatt a(¢,, v) = (b,v) VveV,
dar alltsa ¢, ar finita—elementapproximationen av ¢.

a: Givet att de inre produkterna 4r symmetriska och lineéra (i bAda argumenten), visa att felet
e = ¢—¢, ar ortogonalt mot alla ve V,, med avseende pé a(*, *) (dvs visa Galerkin ortogonali-

tet). (1p)

b: Visa att lel, = /012~ |0, , dér ], = Ja(*,®) &r energinormen. (2p)

Losning 3a: Subtrahera FE—problemet fran variationsproblemet. Da fas a(¢, v) —a(¢,, v) = 0, som
géller for den gemensamma definitionsméngden, dvs for funktioneri v, . Eftersom a(.,.) &r linear

i forsta argumentet fas alltsd a(0-¢,, v) = a(e,v) =0 Vve V,

Losning 8b: Kvadera béada sidor av likheten: llc’lli = llol2- "q’h”i' Vi ska alltsa visa att
a(e, ) = a(9, 9)—a(¢,, 9,) . Utnyttja att a(.,.) dr symmetrisk och lineér i bdda argumenten:

a(e,e) = a(0—0,,0-0,) = a(9,9-9,)-a(d, ¢-9,) =
a(9, §) —a(d, 0y) —a(d, ¢) +aldy, 0,) = a(@, §) + a9, ¢,) —2a(¢, ;) =
{anviind att ¢ = ¢, + e isistatermen} = a(¢, 0) + a(d,, ¢,)—2a(d, +e, o) =
a(®, 0) + a(0y, 0,) —2a(9y. 0,) - 2a(e, 9;) =
{0, € V), sasistatermen ir O enligt Galerkinortogonalitet} =

a(o, 9) —a(dy,, o)
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4 q [kraft/lingd]

Vi vill hir bestdmma de spédnningar ¢ = D(Vu) som upp-

kommer i en ramkonstruktion, pa grflnd av en randlast
med intensitet (kraft/lingd) ¢ . Ramen 4r symmetrisk med
avseende pa y-—axeln; av figuren framgéar ocksa lastens pla- I’

I

|

I

!
cering samt upplagsforhallandena. Om tjockleken ¢ i z—led '
ar konstant, sa kan den svaga formen av de styrande diffe- Q slym
rentialekvationerna enligt 2D—elasticitetsteori skrivas y

J’(%v)TD%udQ = {thdr @)

Q r YXXXXXXXX

Tjocklek ¢ (konstant)

Hér betecknar Q och I' omradet respektive randen. Vidare

4r D en given konstitutiv matris (symmetrisk och positivt definit), v = ["_x ‘J ir en vektor med

T
testfunktioner, u = ["x ”J dr den obekanta forskjutningsvektorn,

. Observera att i (2) har vi inte infoért randvillkoren. Efter-

)
~T 5

ir traktionvektorn och V. = |9%
0

som problemet &r symmetriskt ngjer vi oss med att studera halva omradet (enligt figuren).

a: Ange for detta fall samtliga randvillkor. Utveckla sedan randintegralen i (2) med hénsyn till
randvillkoren samt med beaktande av villkoren pi testfunktionerna. (2p)

b: FE—formulera problemet — ta hénsyn till randvillkoren. Av din 16sning ska det framgé hur den

obekanta vektorn u approximeras. Visa ocks& hur B°—matrisen ser ut for ett element med 4
noder. (2p)

c: I vilket eller vilka omraden ska man forvinta sig att diskretiseringsfelet dr storst, om Q delas
in i element som alla &r ungefir lika stora? Motivera ditt svar. (1p)

d: Antag att vi har tillgang till en funktion som med numerisk integration berdknar elementstyv-
11
hetsmatrisen for ett 4-nods isoparametriskt element, K = J' _[BcTDBedetJdidn for Poissons
—1-1
ekvation. Vilka foréndringar behéver goras for att istéllet generera elementstyvhetsmatrisen
till ett elasticitetsproblem? (1p)
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Losning 4a: Dela in T i delrander enligt figuren. P4 den fria r

obelastade randen T; &r normal- och tangentialspdnningen
r
_ s . o . sym
noll; p4 den belastade randen T', &r tangentialspanningen noll Fj—\
medan ¢, = 6,, = —¢/¢. P4 symmetriranden &r tangentialspan- "
ning och horisontell férskjutning noll. Utmed infistningen, / \
iy ar vertikal forskjutning och tangentialspdnning noll. Sam-

grund ?
manfattningsvis har vi

=9 3
y—Tpa T
0

q
o I‘grund
Pa Iﬁgrund

Utveckla nu randintegralen och sétt in kantbelastningen

jrar = 7 2] b mmr [l mdr

r Ty r, Coym grund

Par,,, och I'y &r r respektive s, obekanta (‘reaktionskrafter/yta’), sa for att bl av med dessa

véljer viv, och v, sédattv, =0 pad T, ochv =0par Randtermen blir d&

m
T _ T| 0
iv tdl = rfqv [_q/ldr

grund *

Lésning 4b: Approximera den obekanta forskjutningsvektorn genom u ~ {u-"’} = Na dér

“yh

N, ON, O ..N, 0
N: < n
0N ON,.. 0N,

innehaller valda basfunktioner, och
iy
a= [a,\'l aﬁvl a.rZ a_vZ a.\’n ayn]

ir obekanta nodvariabler. Vi har dd Vu = Vu n= VNa = Ba dér

oON oN
) ! '
5 0 AR ~ B
B = %N =10 i Ny 0 Ny 0 =10 a_Nl 0 a_Nn
dy||0 N, ... O N, ay dy
aiai N, N, AN, aN,
0y 9x 9y ox |

Sétt in approximationen i den svaga formen och vilj testfunktioner enligt Galerkin

_ vy o] v o N, [o
of M| Lof [N o] (M
Om ekvationerna samlas radvis i ett ekvationssystem fas
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ety

q/

eller Ka = f med K = IBTDBdQ och f = INT[ 0 }d]"
—q/t
T,

Q

For ett element med 4 noder har vi 4 noll-skilda basfunktioner och alltsa

Ni O N; ON; 0Ny O
0N 0N 0N N

N¢ = . Vi har alltsa

e . ox

Be=6N£= OiNfO...NZO =14
; aa\ 0N .. 0N

dy dx -

L9y

oN, oN,
o =
0x dy
AN, 3N, Py 2
Jy ox 0 N,
il psana= |
2 aN” aNn rq Nn 0
"0 —
ox dy 0N
oN, oN,
dy 9]

Losning 4c: Vid det inatvinda hornet har vi en singularitet dir spdnningarna (férstaderivator)

dndras snabbt 6ver en kort stricka, dvs vi har stora andraderivator hér. Darfoér méste man for-
vénta sig storst diskretiseringsfel fel i omradet nérmast denna punkt.

Losning 4d: Med Poissons ekvation har vi bara en obekant funktion « = u(x, y) s approximatio-

nen pé elementet 4r u=u, = Na°

° med basfunktionerna N° = [

N, Nf;l och motsvarande nod-

0
variabler samlade i «°, samt differentialoperatorn V = aax (istéllet for V), s& vi har B —matrisen:
ay
ON|  ON,
B = VN° = [9% 9% | Basfunktionernas derivatorna beriiknas som innan eftersom den isopara-
ON]  ONj
5 %

metriska avbildningen #r oféréindrad, men vi maste nu stélla upp en annan B® —matris (se uppgift

4b ovan).

Den konstitutiva matrisen D, som i det (2D) skaléira problemet 4r en 2 x2 matris, ir i elasticitets-
problemet en 3 x 3 matris, si elementstyvhetsmatrisen blir nu 8 x 8, jamfort med 4 x 4 i fallet Pois-

sons ekvation.
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